Bài tập số học – Chương II. Số nguyên


CHƯƠNG II. SỐ NGUYÊN
1. VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN


Trên tập tích Đềcác (Descartes) 
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xác định một quan hệ hai ngôi cho bởi:
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Quan hệ ~ là một quan hệ tương đương. Nó xác định trên 
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 một sự chia lớp và ta có tập thương
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Mỗi phần tử thuộc 
[image: image5.wmf]¢

 được gọi là một số nguyên. Tập hợp các số nguyên 
[image: image6.wmf]¢

 lập thành một nhóm cộng giao hoán với phép toán cộng cho bởi:
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Phần tử trung hoà của phép cộng là:
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còn phần tử đối của số nguyên 
[image: image9.wmf](
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Nhóm cộng 
[image: image11.wmf]¢

 trở thành một vành với phép toán nhân cho bởi:
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)

(

)

(

)

a,b.c,dacbd,adbc.

=++



Phần tử đơn vị của phép nhân là:


[image: image13.wmf](
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Vành 
[image: image14.wmf]¢

 là một miền nguyên, nghĩa là với 
[image: image15.wmf]x,y,x0,y0
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 ta luôn có 
[image: image16.wmf]xy0.
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Nhúng 
[image: image17.wmf]¥

vào 
[image: image18.wmf]¢

 và cách ghi số nguyên


Ánh xạ:

[image: image19.wmf](
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là một đơn cấu nên 
[image: image20.wmf]¥

 đẳng cấu với 
[image: image21.wmf]Im.
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 Từ đó ta có thể đồng nhất 
[image: image22.wmf]¥

 với ảnh của nó qua phép đồng nhất 
[image: image23.wmf](
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 và xem 
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 là một tập con của 
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 Khi đó với mỗi số nguyên 
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2. QUAN HỆ THỨ TỰ TRONG 
[image: image28.wmf]¢



Nếu a > b thì 
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 và 
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)

a,b

 được gọi là số nguyên dương.

Nếu a < b thì:
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và 
[image: image32.wmf](
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 được gọi là số nguyên âm.


Với 
[image: image33.wmf]x,y
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 ta định nghĩa:
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Quan hệ 
[image: image35.wmf]£

 này là quan hệ thứ tự toàn phần và tương thích với phép cộng theo nghĩa
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với 
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Đối với phép nhân
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Giá trị tuyệt đối. Giá trị tuyệt đối của số nguyên x, ký hiệu |x|, được cho bởi:

|x| = x nếu 
[image: image39.wmf]x
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|x| = -x nếu x là số nguyên âm.


Bộ phận bị chặn.


a)
Mọi bộ phận khác rỗng các số nguyên bị chặn trên đều có số lớn nhất.


b)
Mọi bộ phận khác rỗng các số nguyên bị chặn dưới đều có số nhỏ nhất.

BÀI TẬP CHƯƠNG II

1. VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN

2.1. Đặt:
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Chứng minh rằng:

a)

[image: image41.wmf];{0};
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b)
Tổng và tích của hai số thuộc 
[image: image42.wmf]+
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lại là một số thuộc 
[image: image43.wmf]+
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;

c)
Tổng của hai số thuộc 
[image: image44.wmf]-
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là một số thuộc 
[image: image45.wmf]-
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. Tích của hai số thuộc 
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 là một số thuộc 
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;

d)
Số đối của một số thuộc 
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thì thuộc 
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và ngược lại.
Giải

a)
Trước hết ta chứng minh:
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trong đó 
[image: image51.wmf]{(n,0)/nN}; {(0,n)/nN}.

+-

=Î=Î

¢¢



Xét phần tử tùy ý 
[image: image52.wmf](
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· Nếu 
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 Khi đó a = b + n và
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· Nếu 
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 thì 
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 Khi đó b = a + m và
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Suy ra


[image: image59.wmf]+-
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Bao hàm ngược lại là hiển nhiên, do đó ta có:
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Bây giờ ta chứng minh:
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Giả sử 
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Do 
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 nên:
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Do 
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Từ đó suy ra
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Do tính giản ước được của phép cộng trong 
[image: image68.wmf]¥

nên m + n = 0. Điều này chỉ xảy ra khi và chỉ khi m = n = 0. Bởi vậy a = b và
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b)
Giả sử 
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 Khi đó
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2.2.a)
Chứng minh 
[image: image73.wmf]0.x0
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 với mọi x ( 
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.

b)
Kí hiệu 
[image: image75.wmf]1(0,1).
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 Chứng minh –1.x = –x với mọi x ( 
[image: image76.wmf]¢

.
Giải

a)
Với 
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ta có:
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b)
Với mọi 
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ta có:
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Ta cũng có thể chứng minh như sau:
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Bởi vậy


-1.x = -x.
2.3. Chứng minh rằng với mọi x, y, z ( 
[image: image82.wmf]¢

  ta luôn có;

a)
(-x).y = x.(-y) = -xy;

b)
(-x).(-y) = xy;

c)
x(y – z) = xy – xz.
Giải

a)
Ta có

[image: image83.wmf](
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Điều này chứng tỏ (-x)y là số đối của xy, nghĩa là (-x)y = -xy.



Đẳng thức x(-y) = -xy được chứng minh tương tự.


b)
Theo câu a) ta có
(-x)(-y) = -x(-y) = x.[-(-y)] = xy.


c)
Ta có
x(y – z) + xz = x[(y – z) + z] = xy.



Cộng  hai vế của đẳng thức trên với –xz ta được:

x(y – z) = xy – xz.

2.4. Chứng minh rằng mọi phần tử thuộc 
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là chính quy với phép nhân.

Giải

Giả sử ta có:
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trong đó 
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 Khi đó:
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Do 
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 Xét hai trường hợp:


1)
a > b. Khi đó trong 
[image: image90.wmf]¥

 có hiệu a – b và từ đẳng thức cuối cùng ta suy ra
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Do phép nhân trong 
[image: image92.wmf]{
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mọi phần tử đều chính quy nên từ đó ta có:

c + d’ = d + c’ 
[image: image93.wmf](
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2)
a < b. Khi đó trong 
[image: image94.wmf]¥

 có hiệu b – a và làm tương tự như trên ta có điều phải chứng minh.

2.5. Giả sử tập con A của 
[image: image95.wmf]¢

 khác rỗng và đóng kín đối với phép trừ. Chứng minh rằng:


a)
A đóng kín đối với phép cộng.


b)
Tồn tại 
[image: image96.wmf]n
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sao cho:
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Giải

a)
Với x, y tuỳ ý thuộc A ta có:




[image: image98.wmf]xxA,
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 nghĩa là 
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 Từ đó

[image: image102.wmf](

)

yxyxA.

+=--Î



Vậy A đóng kín đối với phép cộng.


b)
Nếu 
[image: image103.wmf]{
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Nếu 
[image: image105.wmf]{
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thì A chứa ít nhất một số dương (do nếu 
[image: image106.wmf]xA
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thì 
[image: image107.wmf]xA
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). Gọi n là số dương bé nhất chứa trong A ta chứng minh 
[image: image108.wmf]nxA
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bằng quy nạp theo x.


Với x = 0 hiển nhiên 
[image: image109.wmf]n00A
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(theo chứng minh câu a)


Giả sử 
[image: image110.wmf]nxA,xk.
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 Khi đó
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(do giả thiết quy nạp và do câu a).


Vậy 
[image: image112.wmf]nxA
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với mọi 
[image: image113.wmf]x.

Î

¢

 Suy ra
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Bây giờ với
[image: image115.wmf]aA
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ta có
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Do 
[image: image117.wmf]nqA
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và A đóng kín với phép trừ nên
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Nếu 
[image: image119.wmf]r0
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 điều này trái với tính bé nhất của n trong A. Bởi vậy r = 0 và a = nq. Điều này chứng tỏ

[image: image120.wmf]An.
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Vậy 
[image: image121.wmf]An.
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2. QUAN HỆ THỨ TỰ TRONG 
[image: image122.wmf]¢


2.6. Trong 
[image: image123.wmf]¢

 ta xác định quan hệ 
[image: image124.wmf]£

 như sau
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a)
Quan hệ 
[image: image126.wmf]£

 có phải là một quan hệ thứ tự trong 
[image: image127.wmf]¢

 không ?


b)
Kiểm tra xem các tính sau còn đúng không:

· 
[image: image128.wmf]x,y,z:xyxzyz
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;

· 
[image: image129.wmf]x,y,0x,0y0xy.
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c)
Nếu x, y là hai số tự nhiên thì quan hệ 
[image: image130.wmf]xy
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 có phù hợp với quan hệ thứ tự trong 
[image: image131.wmf]¥

không ?

Giải

a)
Ta chứng minh quan hệ:

[image: image132.wmf]x,y:xyxy
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là một quan hệ thứ tự trên 
[image: image133.wmf].
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Tính phản xạ. Do 
[image: image134.wmf]xx0
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nên 
[image: image135.wmf]xx
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Tính phản đối xứng. Giả sử có 
[image: image137.wmf]xy
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 và 
[image: image138.wmf]yx.
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[image: image139.wmf]xy
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 Do
(x – y) + (y – x) = 0
nên ta có tổng hai số tự nhiên bằng 0. Điều này chỉ xảy ra khi và chỉ khi mỗi số hạng bằng 0:


[image: image141.wmf]xyyx0xy.
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Tính bắc cầu. Giả sử có 
[image: image142.wmf]xy
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 và 
[image: image143.wmf]yz.
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[image: image145.wmf]yz.
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 Từ đó
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Điều này chứng tỏ 
[image: image147.wmf]xz.
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b)
Kiểm tra các tính chất sau có còn đúng hay không theo định nghĩa 
[image: image148.wmf]""
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 như trên:
· Giả sử 
[image: image149.wmf]xy.
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 Theo định nghĩa 
[image: image150.wmf]xy.
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Khi đó với mọi số nguyên 
[image: image151.wmf]z
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[image: image152.wmf](
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Bởi vậy 
[image: image153.wmf]xzyz.
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· Giả sử 
[image: image154.wmf]0x,0y,
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 với 
[image: image155.wmf]x,y.
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Khi đó không thể suy ra 
[image: image156.wmf]0xy.
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Thật vậy, từ giả thiết ta có:


   
[image: image157.wmf]x,y.
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Vì tích của hai số tự nhiên là một số tự nhiên nên 
[image: image158.wmf](
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Mặt khác 







[image: image159.wmf](
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nên 



    
[image: image160.wmf]xy

Î

¥
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Nếu 
[image: image161.wmf]0xy
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 thì 
[image: image162.wmf]xy
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(2)


Từ (1) và (2) suy ra xy = 0. Điều này là không đúng nếu ta lấy 
[image: image163.wmf]x0
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 và 
[image: image164.wmf]y0.
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c)
Nếu x, y là hai số tự nhiên thì quan hệ 
[image: image165.wmf]xy
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 định nghĩa như trên là không phù hợp với quan hệ thứ tự trong 
[image: image166.wmf].
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2.7. Dựa vào quy tắc cộng các số nguyên, hãy giải thích, trong những trường hợp nào của hai số nguyên a và b ta có kết quả của phép cộng a + b như sau:

a)
a + b = -(|a| + |b|)


b)
a + b = |a| - |b|


c)
a + b = -(|a| - |b|).

Giải

a)
Ta có:
a + b = -(|a| + |b|) 
[image: image167.wmf]Û

 (a + |a|) + (b + |b|) = 0.

Dễ thấy 
[image: image168.wmf]xx
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 với mọi số nguyên x. Do đó ta đang có tổng của hai số tự nhiên bằng 0. Điều này xảy ra khi và chỉ khi cả hai số hạng đều bằng 0

a + |a| = b + |b| = 0.


Theo định nghĩa của giá trị tuyệt đối điều này xảy ra khi và chỉ khi a, b điều là những số nguyên âm.

b)
a + b = |a| - |b| 
[image: image169.wmf]Û

 b + |b| = |a| - a

(*)

Theo định nghĩa giá trị tuyệt đối ta có









b + |b| = 0 nếu b nguyên âm










b + |b| = 2b nếu 
[image: image170.wmf]b
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|a| - a = 0 nếu 
[image: image171.wmf]a
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|a| - a = 2a nếu a nguyên âm.


Từ đó ta thấy đẳng thức (*) xảy ra trong các trường hợp:

· 
[image: image172.wmf]a
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 và b nguyên âm.

· 
[image: image173.wmf]b
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 và a = -b.

c)
a + b = -(|a| - |b|) 
[image: image174.wmf]Û

 a + b = |b| - |a|.
Áp dụng kết quả câu b) ta có:

· 
[image: image175.wmf]b
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 và a nguyên âm.

· 
[image: image176.wmf]a
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 và b = -a.

2.8. Giả sử x và y là hai số nguyên âm, chứng minh rằng x < y khi và chỉ khi |y| < |x|.
Giải

Giả sử x, y là hai số nguyên âm. Trước hết ta có:
x < y 
[image: image177.wmf]Û

 -y < -x.

Do |y| = -y và |x| = -x nên ta có |y| < |x|.
2.9. Chứng minh điều khẳng định sau: Với mọi 
[image: image178.wmf]x,y,x0,
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tồn tại 
[image: image179.wmf]n
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sao cho y < nx.
Giải

Để chứng minh mệnh đề ta xét hai trường hợp:

1)
Trường hợp 
[image: image180.wmf]y0.
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 Khi đó do x > 0 nên ta chọn n = 1 ta được

1.x = x > 0 ≥ y.

2)
Trường hợp y > 0.


Xét tập hợp:


[image: image181.wmf]{
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- Nếu 
[image: image182.wmf]xY
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 thì y < x = 1.x, nên ta chỉ việc lấy n = 1.


- nếu 
[image: image183.wmf]xY

Î

 ta xét tập hợp


[image: image184.wmf]{
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Ta nhận thấy tập 
[image: image185.wmf]XY
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 vì có x = 1.x đồng thời thuộc cả hai tập X và Y. Mặt khác 
[image: image186.wmf]XY
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 bị chặn trên bởi y nên có phần tử lớn nhất, chẳng hạn đó là phần tử mx. Khi đó
(m + 1)x > mx
nên 
[image: image187.wmf](
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m1xY
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 (vì nếu 
[image: image188.wmf](
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m1xY
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thì từ 
[image: image189.wmf](
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m1xX
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 suy ra 
[image: image190.wmf](
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m1xXY
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 trái với tính lớn nhất của mx trong 
[image: image191.wmf]XY
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), bởi vậy (m + 1)x > y. Nếu đặt n = m + 1 ta được nx > y.

* Cách 2. Đối với trường hợp y > 0 ta có thể chứng minh đơn giản như sau:


Theo bài tập 6 chương I:

“Cho 
[image: image192.wmf]a,b,
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 chứng minh rằng:



a)

[image: image193.wmf]aab
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b)
Nếu 
[image: image194.wmf]b0
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 thì 
[image: image195.wmf]aab.
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thì xy > y nên có thể lấy n = y và có ngay điều phải chứng minh.

2.10. Vành A được gọi là vành sắp thứ tự nếu trên A có quan hệ thứ tự 
[image: image196.wmf]£

 thoả mãn các tính chất:

1)

[image: image197.wmf]abacbc
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2)

[image: image198.wmf]a0,b0ab0.
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Chứng minh rằng vành số nguyên 
[image: image199.wmf]¢

 chỉ có thể được sắp thứ tự một cách duy nhất.

2.11. Chứng minh rằng trong 
[image: image200.wmf]¢

:
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[image: image201.wmf]xx0x0
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b)

[image: image202.wmf]33
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2.12. Tìm các số nguyên dương x, y, z thoả mãn: xyz = 1 + x + y + z.
Giải

Do vai trò của x, y, z như nhau nên ta có thể giả sử 
[image: image203.wmf]1xyz.
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Do 
[image: image205.wmf]xyz
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 nên:
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Suy ra
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Nếu 
[image: image208.wmf]x2
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 thì 
[image: image209.wmf]3
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 điều này trái với bất đẳng thức trên. Vậy x = 1, khi đó ta có
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Do 
[image: image211.wmf]z1y10
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 nên ta có
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Vậy các số x, y, z nguyên dương cần tìm là: 1, 2, 4.
2.13. Tìm số nguyên dương a để tổng: 
[image: image213.wmf]234
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 là số chính phương.

Giải

Giả sử có
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Thế thì 
[image: image215.wmf]24
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do đó 
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Nếu 
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Vậy a < 2b và do đó 
[image: image221.wmf]a2b1.
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Từ biểu thức (*) ta có thể viết:
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Do 
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- Nếu b = 1 ta có
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Điều này không thể xảy ra với 
[image: image226.wmf]*
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- Nếu b = 2 ta có
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Suy ra a = 3. Khi đó:
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2.14. Tìm mọi nghiệm nguyên của phương trình
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